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Resumo

Esta comunicação tem o objetivo de mostrar um caminho para introduzir o conceito de função linear a partir da proporcionalidade direta, ativando organizações praxeológicas. Para tanto, apresenta a noção de praxeologia, fruto dos últimos desenvolvimentos da abordagem antropológica em didática, e exemplos no contexto de função linear. Além disso, enfatiza a necessidade de estabelecer, no processo de ensino e aprendizagem desse importante conceito,    vínculos com  a proporcionalidade direta. 
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Introdução

A noção de função é de fundamental importância na Álgebra e tem sido objeto de muitas pesquisas em Educação Matemática, pois são notórios os desafios para o ensino e aprendizagem dessa noção. 

A atual definição conjuntista de função não faz nenhuma alusão à idéia de grandeza, não acentua a idéia de dependência entre variáveis. Ela é “estática” pois privilegia a correspondência termo a termo. Para COTRET (1988), a constante evolução da função em direção de definições cada vez mais abstratas, apresentou reflexos no ensino secundário francês. Segundo a autora, é necessário devolver à função suas componentes de variação, dependência e correspondência. 

A nossa experiência em Projetos de Educação Continuada, na PUC-SP tem mostrado que, de uma maneira geral, os professores de Matemática da Rede Estadual de Ensino reproduzem a definição dada pelos livros didáticos e não observam as componentes de variação e dependência.  

Neste artigo, o centro de nossa atenção é a função linear, dada pela fórmula 
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, que pode ser considerada o modelo matemático para os problemas de proporcionalidade. Usualmente, os livros didáticos não fazem referência a esse fato. Por outro lado, PIRES (2000, p.189), fundamentando-se na idéia de rede, propõe para a 7a série o eixo temático proporcionalidade, onde aparecem os caminhos, dentre outros, da interdependência entre grandezas para razão e proporção e da interdependência entre grandezas para gráficos cartesianos. Segundo PIRES (2000, p.193)

“Na rede tudo funciona por proximidade, por vizinhança. O curso dos acontecimentos é uma questão de topologia, de caminhos; por proximidade, não apenas novos elementos são incorporados, como também os já existentes se consolidam”.

Dessa maneira, o caminho da proporção para função linear, não só acrescentaria novos conhecimentos, mas também reforçaria os conceitos de razão, de proporção, dentre outros.

 De maneira mais forte e abrangente, COMIN (2000) afirma que a proporcionalidade pode ser o instrumento para a gênese das noções de variável, de função e de números. Esse é o ponto central de sua tese.

A noção de proporcionalidade entre grandezas foi traduzida por LIMA et all (2001, p.93) da seguinte maneira:

“Uma proporcionalidade é uma função f: R( R, tal que, para quaisquer números reais c, x, tem-se 
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, se c ( 0  (proporcionalidade inversa)”.

A passagem detalhada da fórmula geral de proporcionalidade direta para a fórmula geral de função linear esta descrita abaixo:  

“(...) se 
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para todo c e para todo x então, escrevendo a = f(1), tem-se f(c) = f(c.1) = c.f(1) = ca, ou seja, f(c) = ac para todo c( R. Numa notação mais adequada, temos f(x) = ax para todo  x ( R, logo f é uma função linear”.

Nesse contexto, o número a é chamado de constante de proporcionalidade.

O estabelecimento de um vínculo entre proporção e função linear é apresentado nos Parâmetros Curriculares Nacionais para o 4o ciclo (p.82):

(...)“Do raciocínio proporcional, por meio da exploração de situações de aprendizagem que levem o aluno a:

 representar em um sistema de coordenadas cartesianas a variação de grandezas, analisando e caracterizando o comportamento dessa variação em diretamente proporcional, inversamente proporcional ou não proporcional;(...)

Quadro teórico

A utilização de tabelas, expressões algébricas e gráficos, que são registros de representação, no ensino e aprendizagem de funções e a passagem de um registro a outro é uma prática necessária. Por outro lado, DUVAL (2000) afirma que não há um acesso direto ao objeto matemático separado das suas representações, ou seja, no nosso caso, não temos acesso direto ao objeto matemático função, mas sim, ao gráfico, à tabela ou à fórmula. Além disso, duas representações de um objeto não têm o mesmo conteúdo de um registro para outro. Por exemplo, os conteúdos que aparecem numa tabela não são os mesmos que aparecem no gráfico da mesma função, bem como nos conteúdos que aparecem na expressão algébrica. Cada registro fornece algumas possibilidades de tratamento
, mas também não explicita as mesmas propriedades do objeto que são explicitadas num outro registro. A compreensão conceitual só é possível quando a coordenação de registros de representação é alcançada. Esta é a condição para que um objeto não seja confundido com o conteúdo da representação.

Por exemplo, no caso da função linear dada pela fórmula 
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· O registro algébrico 
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· Uma tabela, por exemplo  

	x
	0
	1
	2

	y
	0
	2
	4


                                                         Tabela 1

· O gráfico
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                                                        Gráfico 1

A compreensão conceitual da função 
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 só é alcançada quando se coordenam os registros algébrico, tabular e gráfico.

Organização praxeológica

Não desconsiderando a Teoria de Registros de Representação, de cunho cognitivista, proposta por DUVAL (1995), os pesquisadores BOSCH e CHEVALLARD (1999) propõem um enfoque antropológico na Didática da Matemática, cuja noção essencial é aquela de organização praxeológica ou praxeologia, palavra formada por dois termos gregos, práxis e logos, que significam, respectivamente, prática e razão. Ela lembra que uma prática humana, no interior de uma instituição, está sempre acompanhada de um discurso mais ou menos desenvolvido, de um logos que a justifica, a acompanha e que lhe dá razão. Toda atividade humana consiste em executar uma tarefa t de determinado tipo T, por meio de uma certa técnica (, a qual é justificada por uma certa tecnologia ( e a qual, por sua vez, é justificada por uma teoria (. 

Segundo BOSCH e CHEVALLARD (1999), para ativar uma determinada praxeologia, são necessários dois tipos de objetos: os objetos ostensivos e os objetos não-ostensivos. Os objetos ostensivos – do latim ostendere, que significa mostrar, apresentar com insistência – são todos os objetos que têm uma certa materialidade e que, por isso, adquirem para uma pessoa uma realidade perceptível: as palavras, os grafismos e os gestos. Os objetos não-ostensivos são todos os “objetos” como as idéias, as intuições e os conceitos, que existem institucionalmente, mas que não podem ser vistos, percebidos ou mostrados por si mesmos. Eles só podem ser evocados por uma manipulação adequada de determinados objetos ostensivos associados (uma palavra, um grafismo, um gesto ou todo um discurso). Por exemplo, o conceito de “função linear” é um objeto não-ostensivo que é identificado e ativado, por exemplo, por meio da escrita “f(x)”, ou da palavra (escrita ou falada) “função linear”, ou por um gráfico, que são objetos ostensivos.

Os autores BOSCH e CHEVALLARD (1999) salientam que:

· os dois tipos de objetos (ostensivos e não-ostensivos) são sempre institucionais; a existência deles não depende da atividade de uma única pessoa; 

· os dois tipos de objetos (ostensivos e não-ostensivos) são unidos por uma dialética que considera os “não-ostensivos” como emergentes da manipulação dos “ostensivos” e, ao mesmo tempo, como meios de controle dessa manipulação;

· os objetos ostensivos são manipuláveis pelo ser humano, ao passo que os não- ostensivos não são manipuláveis;

· a presença simultânea de diferentes registros ostensivos é um invariante da prática matemática.

É importante compreender que a abordagem antropológica propõe um modelo de atividade matemática que integra os objetos ostensivos como constituintes básicos do saber matemático, descrito em termos de organizações praxeológicas.

Para esclarecer um pouco o tema, vamos analisar o exercício “Construir o gráfico da função linear 
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” sob a luz de uma organização praxeológica. 

A tarefa  t : construir o gráfico da função 
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A técnica (: é a maneira usual de executar a tarefa proposta que, no caso, é formada pelas seguintes etapas: construção de duas retas perpendiculares, estabelecimento de uma escala em cada eixo, localização de dois pontos A e B no plano cartesiano de coordenadas 
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respectivamente e, finalmente, a construção da reta que passa pelos pontos A e B. 

A tecnologia (: O gráfico de uma função linear 
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é uma reta que passa pela origem. Demonstração
:

I ) Caso 
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. É evidente que a origem O = (0, 0) é um ponto do gráfico. Para x = 1, temos 
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, de forma que o ponto Q = (1, a) também está no gráfico. A condição para que um ponto qualquer P = (x, y), com x ( 0, satisfaça a equação 
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. Observando a figura abaixo, isso equivale a dizer que os triângulos OAQ e OBP são semelhantes, ou que o ponto P está na reta OQ. 
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                                                 Gráfico 2

II ) O raciocínio no caso 
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 < 0 é o mesmo. III ) Se a = 0, a equação se reduz a y = 0, cujas soluções são os pontos 
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, isto é, os pontos do eixo Ox, portanto, o gráfico é o eixo Ox.

As teorias de suporte são as seguintes:

(1: Função como correspondência 
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(2: Uma função (: R( R pode ser representada graficamente do seguinte modo: considera-se num plano ( um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais XOY e o conjunto G de todos os pontos de coordenadas 
[image: image22.wmf](

)

)

(

,

x

f

x

, com 
[image: image23.wmf]Î

x

R. O conjunto G  é denominado gráfico da função ( relativo ao sistema de coordenadas XOY. 

(3: As condições de semelhança de dois triângulos.

(4: O teorema da proporcionalidade.

Além disso, pode-se acrescentar a teoria

(5: A função linear é uma função contínua.

O bloco [tarefa/técnica] é considerado o saber-fazer, ao passo que o bloco [tecnologia/teoria] é considerado o saber. No exemplo apresentado, saber construir o gráfico da função linear é conhecer a praxeologia descrita. 

Suponhamos que um professor queira propor um exercício cujo enunciado começa assim: Quando se suspende um objeto na ponta de uma mola, ela se alonga. O alongamento da mola depende da massa do objeto. Para uma certa mola, algumas medidas produziram os seguintes resultados:

	massa (em kg)
	0,05
	0,2
	0,3
	0,5

	alongamento (em cm)
	0,6
	2,4
	3,6
	6,0


                                           Tabela 2

Uma tabela de proporcionalidade é um suporte para diversas praxeologias. A partir da tabela, diversas tarefas podem ser pedidas, tais como:

· Verificar se as grandezas são diretamente proporcionais.

· Determinar o coeficiente de proporcionalidade.

· Determinar o alongamento da mola que corresponde a uma massa de 0,35 kg.

· Determinar a massa que produz um alongamento de 3,0 cm.

· Fazer uma representação gráfica que ilustra a situação.

· Determinar a função linear y = ax (ou f(x) = ax) , onde x é o número associado à grandeza à massa e y é o número associado à grandeza alongamento.

A tabela de proporcionalidade pode ser um instrumento para abstrair a noção de função linear. O ostensivo “y = ax” é um resumo
 de uma tabela de proporcionalidade. A lembrança da experiência física coloca em evidência causa e efeito: a massa é a causa, o alongamento é o efeito. Esta dependência se traduz pela palavra função, além de levar a idéia de correspondência entre duas grandezas. Neste caso, o ostensivo mais adequado é “f(x) = ax”. COMIN (2000, parte2, p.134) coloca que existem diversos níveis de dificuldades para chegar na função linear, que resultam da utilização da Álgebra para traduzir uma relação de proporcionalidade entre grandezas físicas, passando do concreto ao abstrato. Para ligar os dois conceitos é necessário compreender que x e y designam duas grandezas distintas, mas também os diferentes valores (sem unidades) que elas podem assumir, correspondentemente.

O próximo exemplo pretende analisar a aplicação das propriedades da função linear. 

Um automóvel se desloca com velocidade constante numa estrada. As distâncias percorridas e os tempos foram anotados e colocados na tabela abaixo.


	tempo (em min)
	15
	25
	45
	60

	distância (em km)
	34,5
	57,5
	103,5
	138,0


                                Tabela 3

A tarefa: Calcular a distância percorrida em 75 minutos, não utilizando a velocidade.

A técnica: Observar que 75 min = 15 min + 60 min, portanto a distância percorrida em 75 minutos será de 172,5 km (34,5 km + 138,0 km).

A tarefa: Calcular a distância percorrida em 30 minutos, não utilizando a velocidade.

A técnica: Observar que 30 é a metade de 60, portanto a distância percorrida será a metade de 138,0 km, ou seja, 69,0 km.

As técnicas se apóiam na utilização das propriedades da função linear:

((x + x’) = ((x) + ((x’)  e  ((kx) = k((x).

A tecnologia:

Encontramos em LIMA et al (2001, p. 95), o Teorema Fundamental da Proporcionalidade, cujo enunciado é:

“Seja f: R( R uma função crescente. As seguintes afirmações são  equivalentes:

(1) f(nx) = nf(x) para todo n( Z e todo x ( R.

(2) Pondo a = f(1), tem-se f(x) = ax para todo x ( R.

(3) f(x + y) = f(x) + f(y) para quaisquer x, y ( R”.

Salientamos que essas propriedades da função linear não são usualmente exploradas nos livros didáticos, mas elas são importantes para a consolidação do objeto matemático- função linear, mesmo utilizando uma linguagem mais simples e acessível ao aluno, como, por exemplo:


Conclusões

As considerações feitas até aqui têm a intenção de servir como guia, não esgotando o assunto, para que os professores de Matemática possam refletir sobre uma maneira de introduzir função linear, gradativamente, desde o Ensino Fundamental, a partir das proporções, pois as funções tiveram sua origem no estudo das grandezas, com a idéia de que a variação de uma grandeza é dependente da variação de outra grandeza.. A preocupação com organizações praxeológicas na elaboração das aulas poderá estimular um aprofundamento no bloco [tecnologia/teoria] de sua própria formação, para saber função linear e não só saber-fazer.
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De maneira geral, para uma função linear:


(imagem de x) + (imagem de x’) = (imagem de x + x’)   e


(imagem de kx) = k(imagem de x).











� Alguns sistemas semióticos possibilitam transformações específicas e intrínsecas de representações, as quais, DUVAL (2000) chama de “tratamento” e o sistema semiótico que a torna possível, de “registros de representação”. Para cada representação de um objeto em um sistema, pode ser produzida uma outra representação deste objeto em um outro sistema. O autor denomina este tipo de transformação de “conversão”. Assim, são exemplos de conversões, a construção um gráfico a partir de uma função dada por uma lei de formação, escrever a lei de formação de uma função a partir de um gráfico, traduzir uma expressão verbal em uma expressão literal ou em uma equação.





� A demonstração foi adaptada de ÁVILA (1997, p.10).





� Este resumo é denominado por BOSCH e CHEVALLARD (1999) de redução ostensiva.
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